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Т е рн опiль с ькuй н ац i о нальнuй е koHoMi чнuй ун iBe р с u m е m

ЗТеребовлянськuй НВК

АЛгоРиТМиЗнАхоДжЕннякоРЕнякВАДРАТного
вступ. При реалiзацiт алгоритмiв опрацювання багаторозрядних простих чисел в

задачах Teopii чисел та криптографiчних перетворень виника€ ряд трудомiстких

операцiй. Однiею з таких операцiй с знаходження цiлого кореня квадратного, зокрема

для алгоритмiв факторизацiт [1], що побудованi на методi Ферма, ,Щослiдження

алгоритмiв знаходження цiлого кореня квадратного дозволяе оцiнити обчислювальну

складнiстЬ операцiТ та приводитЬ дО необхiдностi розробки нових алгоритмiв

обчислення цiлоi частини кореня квадратного з врахуванням рiзних теоретико

числових базисiв.

метою роботи е дослiдження алгоритмiв обчислення кореня квадратного з

багаторозрядних чисел та розробка алгоритму знаходження кореня квадратного,

1. KopiHb квадратний

квадратний kopiHb з числа а, - Цс таке число, квадрат якого дорiвнюс а, Тобто

рiшення рiвняння щодо змiнноТ-r. J7 =,',"2 = о,

l токож функцiю Jx змiнноТ х, яка кожному xZO

ставить у вiдповiднiсть арифметичне значення кореня (рисунок 1) t2].
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Рисунок l - Графiк функчiТ ,,/х

2. Методи обчислення кореня квадратного

В ходi даногО дослiдхtення мноЮ було виявлено кiлька алгоритмiв добування

квадратного кореня [2] :

l. Арифметичний.
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2. l-руба оцiнка.

3, Стовпчиком.
4. Вавилонський спосiб.

5. Метод Герона.

б. Метод Ньютона.
7.,Щесятковий,

Навелемо прикJ]ади деяких з них. Арифметичний спосiб:

1=12;

|+З=22;
1+3+5=З2.

Тобто, дiзнатися цiлу частину квадратного кореня числа можн4 вiднiмаючи з

нього Bci негlарнi числа по порядку, поки залишок не стане N{енше наступного

вiд'смника числа або дорiвнюс нулю, i порахувавши кiлькiсть виконаних дiй.

Наприклад,так:

9-1:8;
8-3=5;
5-5=0.

Виконано 3 дiТ, квадратний KopiHb числа 9 дорiвнюе 3. Недолiком такого способу

е те, що якщо KopiHb який отримують не е цiлим числом, то можна дiзнатися тiльки

його цiлУ частину, але не точнiше. У той же час такий спосiб цiлком доступний для

примiтивних обчислень, для нескладних задач пошуку квадратного кореня.

вавилонський спосiб наближеного обчислення квадратних kopeнiB можна

iлюструвати на наступному прикладi.

обчислимо J7, тобто знайдемо за допомогою методу наближених обчислень

додатнiй KopiHb рiвняння л2:2. Це рiвняння рiвносильне наступному:

2

Припустимо, Що ми маемо деякий наближене значення.I9 ЧИСЛз piBHe 1.

Згiдно (l), ло : 1 треба порiвняти з числом 2, ,об,о ,
J0

збiгаються, ТО J0 - точне значення числа J7 piBHe l. Так як l не дорiвнюе

чисел менше, а iнше бiльше, нiж Л, тобто лежить мiж

о)
-; ЯКЩО Хо | -lx0

(1)

, то одне з
2

1

l'|?
l

Можна припустити,

найкращим наближенням

|2l2
х, =l1.Tu+:)=-1l +i1=

: ^0

12
rцо середнс ари(lметичне цих чисел .yt = ., (-то + 

-) 
с

ZXo

чисJIа Л , нiж вихiдне наближенн я хо, тобто

1." 
= 1,5. Це наближеННЯ Jl можна полlпшити таким же

)
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2
способом, тобто взяти середне арифметичне чисел хru _ i так далi.

х|

l, 2, 1,1+ 2)=L=|.4lffir/s7
xz=;(xr*-)=;(;' х| 22 3l2' 12

1 2. |.1,7 2 57,7*,=){",*;r=;(;- 
|1 l|)=й =|,4142115б8б ..

1 2.
Xn=-(x.+-)='Z,T]

12х.=-(х.+-;="2'х5
l 65857_(--+
2 4,7о8з2

) =|,4|1521^35а

!.,!]_* 2 \_ 
б5857 

=1,4142|з5622t408 5,7,1 lщ8, 4708з2

б5857 14,708з2

Як бачимо, вже п'яте наближення не вiдрiзнясться (при обчисленнях з дев'ятьма

знаками пiсля коми) вiд четвертого. Природно прийняти, що приблизно дорiвнюс

|,4|42|3562.
Проведемо обчислення, для цизначення точностi способу:

"^ 
- J2 = f,B*, 

* З) - -Л = |l (2x"_)(xn_, - 2)' .

PiBHicTb (2) дас можливiсть висловити помилку наближення;rп (тобто число

|ь - Л|l через помилку попереднього наближенн я xn-|"

ц-Л:1/(2х)(хо-2)' :0,500 або 50 %,

*, - Л =|/(2x)(xt _ 2)' =0,833 або 8,З Уо.

"r-Л =1,/(2x)(xz-2)' =0,012 або 1,2Уо,

Формула, за допомогою якоТ обчислювалися послiдовнi наближення числа по

вавилонському способу, може буги записана наступним чином:

х,, =/(л,,-l).

В даному випадку в якос,гi опцiТ/("r) береться функцiя

,f (.r) = |l2 (х +2 / х).

легко бачити також, що рiвняння (l), яке наближено вирiшувалося цим

способом, переписуеться з допомогою функцiТ (а) у виглядi:

f(x)=x. (5)

(2)

(3)

(4)
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ffiенoГooбчисленнякBaДpaTниxкopенiвн'BиBaстьсяМетoДoМ
iтерацiй. Iтерацiя (з латинськот iteratio - повторення) - результат повторного

застосування будь-якоТ математичноТ операчiI. [Зl

що обчислення квадратних kopeHiB зводяться багато геометричних задач,

наприклад, теорема Пiфагора: квадрат довжини гiпотенузи прямокутного трикутника

дорiвнюе cyMi квадратiв довжин kaTeTiB цього трикуtника. Щовести iT можна з

допомогою наступного креслення (рисунок, 2),

аЬ

Рисунок 2 -

Бачимо. що площi

випадку площа дорiвнюе а2+

ь

Геометричне доведення теореми Пiфагора

заштрихованих фiгур в обох квадратах piBHi,

Ь2 а в iншому с'[4]. Значить а2+ Ь2 = с2 -

а

але в одному

р{

i

Особливо, 
"пщо 

l'Hl =t,a|Hc|= *"nolBHl= J, 
,

при вирiшеннi математичних задач далеко не завжди брае потрiбно знати

абсолютно точну вiдповiдь, досить знайти його наближене значення з прийнятною

точнiстю. Багато алгоритми обчислення квадратнп< KopeHiB з позитивного дiйсного

числа s вимагають деякого початкового значення. Якщо початкове значення занадто

далеко вiд справжнього значення кореня, обчислення сповiльнюються, Тому корисно

мати грубу оцiнку, яка може бути дуже неточна, але легко обчислюсться,
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Якщо S
нехай D буде

знаком MiHyc.

числом нулiв, що йдуть пiдряд, праворуч вiд десятковоi коми, взяте зi

Тодi груба оцiнка виглядас так: Якщо D непарнiй, D : 2n * 1, тодi

використовru"о Л Х 2,|0",

Якщо D парне, D = 2n * 2, тодi використовуемо ",/ý - 6,10n, ,Щва i шiсть

використовуються тому, що
.,,ffi = fi = 2иlf,Тб.ю0 = t/tooo = ь. ми вирiшили

дiзнатися яка похибка результату при обчисленнi таким способом, Розглянемо число

49, Провiвши обчислення таким способом, ми отримуемо вiдповiдь рiвний шести,

можна зробити висновок, що чим бiльше число, тим бiльше результат

вiдрiзнясться вiд iстинного значення кореня.

Також обчислити KopiHb квадратний можна використавши метод обчислення

стовпчикоМ. ЦеЙ спосiб дозволяС знайти наближене значення кореня з будь-якого

дiйсного числа з будь-якою наперед заданою точнiстю, До недолiкiв методу можна

вiднести збiльшусться складнiсть обчислення зiзбiльшенням кiлькоСтi зНаЙДеНИХ ЦИфР.

Щля рlлlного вилучення кореня застосоRуеться запис, схожа на подiл стовпчиком.

Виписуеться число, KopiHb якого шукасмо. Праворуч вiд нього будемо поступово

отримуватИ цифрИ шуканогО кореня. Нехай витягуеться KopiHb з цiлого числа N, Для

початку подумки або мir,ками розiб'емо число N на групи по двi цифри злiва i праворrl

вiд десяткового дробу. При необхiдностi, групи доповнюються нулями - цiла частина

доповнюеться злiва, десяткова справа. Так з l 2з4,567 можна уявити, як 03 12 з4. 56 70.

на вiдмiну вiд дiлення знесення виробляеться такими групами по 2 цифри.

1. Запишемо число N на листку.

2. Знайдемо а, квадрат якого менше групи старших розрядiв числа N (старша

група - найлiвiШа не дорiвНюе нулю), а квадраТ а * 1 бiльше групи старших розрядiв

числа. Записати знайдене а праворlлl вiд N (це чергова цифра шуканого кореня), (На

першомукроцi прикладу а2 =22:2* 2:416,а(а+ 1) 
2 

=З2 = З * З = 9> б),

З. Записати квадрат а пiд старшою групою розрядiв. Провести вiднiмання з

старшоТ групи розрядiв N виписаного квадрата числа а i записати результат вiднiмання

пiд ними,
4. Злiва вiд цього результату вiднiмання провести вертикrrльну риску 1 злlва вlд

межi записати число, що дорiвнюе вже знайденим цифрам результату (ми ii виписуемо

правор)л{ вiд N) помножене на20, Назвемо це число Ь. (На першому кроцi прикладу це

число просто сЬ:2 * 2О:40, на другому Ь:26 * 20 : 520),

5. Провести знесення наступноi групи цифр, тобто дописати наступнi двi цифри

числа N праворуч вiд результату вiднiмання. число утворене "Скле€ними" результатом

вирах}ъання i дописати двома цифрами назвемо с. (на першому кроцi прикJIаду це

число просто е с : 296, на другому с = 2О96). Якщо зноситься перша група пiсля

десяткового дробу числа N, то потрiбно поставити крапку праворrI вiд вже знайдених

цифр шуканого кореня.

6. Тепер потрiбно знайти таке а, що (Ь + а) * а менше або дорiвнюс с,

arre (Ь+(Д+l)) * (а + l) бiльше, нiж с. Записати знайдене а правор)ц вiд N, як чергову

цифру шуканого кореня. I_\iлком можливо, що а виявиться рiвним нулю. Ще нiчого не

мiняс _ записусмо 0 праворуч вiд вже знайдених цифр кореня. (На першому крочi

прикладуцечисло 6, томущо (40+ 6) * 6=46* 6:276<296,але (40+7) * 7:47 * 7 =
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З29, ,96) Я-,ц" 
""Cno 

знайдених цифр вже задовольняс шуканоТ точностi припиняемо

процес обчислення,

7. Записати число (Ь + а) ,l, а пiд с, Провести вiднiманнЯ стовпчикоМ

числа (В+а)*а з с i записати результат вiднiмання пiд ними. Перейти до кроку 4. [7]

Метод Герона, був вiдомий ще в Стародавнiй ГрецiТ i приписуеться Герону

Олександрiйському. Наприклад: нехай треба знайти KopiHb з 720. Так як 720 не мае

рацiонального кореня. то вiзьмемо kopiHb з дуже MaTloT похибкою в такий спосiб. Так як

найближчий до'720 квадрат е 729, i воно мас коренем 27, то роздiлимо 720 на27,

zB?+zl =Sз?
Виходить З З.

Роздiлимо результат на 2, отримасмо . I_{e i е результат. якщо звести це число

l/36 одиницi. Але при бажаннi похибка

похибки процедуру слiд виконати ще й

720L
в квадрат, отримасмо 36 Похибка становить

може бути i меншою..Щля зменшення величини
.r2oL

ще раз з знову отриманот величиною. У нашому випадку з числом 36 [3].

щругий метод Герона для знаходження наближеного значення квадратного

кореня числа х полягае в тому, що число.r представляють у виглядi СУми aZ *Ь, дg aZ

найближчий до числа х точний квадрат натурального числа с i використовують

l;; - n+L
фортчтулу 

-' ' 2а. [З], Обчислимо за допомогою формули Kopiнb квадратний,

JЯ: G'-з - 5*1= 5,з

наприкJIад з числа 28 
- 2,5 Пiднiмемо до квадрату отриманиЙ

результат. Похибка становить 0,09. Методи Герона мають самий маленький коефiцiент

похибки.
висновки. ,щослiдженi та проаналiзованi алгоритми обчислення кореня

квадратного з багаторозрядних чисел потребують значних обчислювальних pecypciB,

розробка ефективного алгоритму обчислення кореня квадратно з багаторозряних чисел

дозволить збiльшити швидкодiю багатьох алгоритмiв крипто аналiзу та зокрема задач

факторизацiТ побулованих на ocHoBi теореми Ферма.
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